Opcion A

Ejercicio n” 1 de la opcién A del modelo 6, septiembre de 2005
De una funcién f: R - R se sabe que f(0) = 2 y que f ‘(x) = 2x.
(a) [1 punto] Determina f.
(b) [1'5 puntos] Calcula el area de la region limitada por la gréfica de f, por el eje de abscisas y por las
rectas de ecuaciones x =-2yx =2

Solucién
(a)
f: 0 - O se sabe que f(0) =2 y que f /(x) = 2x.
Aplicando el Teorema fundamental del célculo integral que dice: si g(x) es una funcién continua en el
intervalo cerrado [a,b], entonces la funcién Lxg(t)dt es derivable y su derivada es la funcién g(x). En nuestro

caso tenemos

f (x) :j f '(x)dx:jzxdx: X +K

Le imponemos la condicion f(0) = 2 con lo cual 2 = 0+K, de donde K = 2 y f(x) = X2 +2

(b)

La funcién f(x) = X° + 2 tiene por grafica una parabola igual que la X pero desplazada 2 unidades hacia
arriba en el eje de ordenadas QY. Su grafica es muyldc,encilla

-3 -2 -1 1 2 3
Por tanto el area pedida es

Area:fzf(x)dx:{Porsimetria} :2j02f(x)dx: 2.|.02(x2+2)dx: 2{X—;+ 2x} = {(% j (oﬁ 43? 2

Ejercicio n” 2 de la opcién A del modelo 6, septiembre de 2005
Sea f: R - R la funcion definida por f(x) = (x — 1)2.e_x.
(a) [0'5 puntos] Halla las asintotas de la grafica de f.
(b) [1'5 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcula, si existen, sus
extremos relativos o locales y sus extremos absolutos o globales (puntos en los que se obtienen y valores
gue alcanza la funcion).
(a) [0'5 puntos] Esboza la gréfica de f.

Soluciéon

() ,
f(x) = (x — 1)%.e = (x — 1)’/e*.
No tiene asintotas verticales puesto que el denominador e * es una funcion exponencial que siempre es

positiva y no se anula nunca y por tanto no existe ningin namero “a” tal que lim f(X) =co.
X-a

Tiene la asintota horizontal y = 0 en +o puesto que
im (x=1)? zﬁ{Leaplicamosla }
xowo g o |RegladelL 'Hopital
[ La regla de L'Hépital nos dice que si f(x) y g(x) son funciones continuas en [a-m, a+m], derivables en (a-m,
a+m), verificando lim——= i )— y existiendo I|m G , entonces se demuestra que lim i )—I T

wag(x) 0 ~2g'(%) x-2g(x) ”g(X)
demuestra que la Regla es valida cuando x — , y cuando en vez de salir 0/0 sale oo/co, ]
(x-1)° _ im 2(x—1):f{LeapIicamosla }

3 o | RegladeL 'Hopital

lim

X = +00 e X — +00 e



Como tiene una asintota horizontal no puede tener asintotas oblicuas.
(b)
Tenemos que estudiar la monotonia lo cual podemos hacerlo estudiando su primera derivada f ‘(x)
f(x) = (x — 1)%.e = (x — 1)’/e*.
Fi(x) = 2(x—1)&* - (x—1F [& _ € Ox— 1)O-x+ 3)
(ex)z e2x
Veamos las raices de f /(x) =0, es decir las soluciones de e *(x — 1 )(- x + 3) = 0.
Como e * siempre es positivo nos queda (x — 1 )(- x + 3) = 0, de donde x = 1 y x = 3, que seran los posibles
méximos o minimos relativos.
Como f*(0) = - 3 <0, f(X) es estrictamente decreciente en (-c0,1)
Comof‘(2) = 1/(e2) > 0, f(x) es estrictamente creciente en (1,3)
Comof‘(4) =- 3/(e4) <0, f(x) es estrictamente decreciente en (3,+©)
Por definicién x = 1 es un minimo relativo que vale f(1) =0
Por definicién x = 3 es un maximo relativo que vale (3) = 4/(e®) 00'2

2
Como lim f(x) =lim f(-x =Ilim #: lim ( x+1) * @ = o
X - —oo X — +00 X — 0o e X — 0o
Resulta que f(x) no tiene maximo absoluto puesto que en - « f(x) vale + oo, g que x = 1 es el minimo
absoluto, ademas de ser el minimo relativo, puesto que la funcién f(x) = (x — 1)“.e ~ siempre es positiva 0
cero.
(c)

Un esbozo de la funcion, sabiendo qE‘Je f(0)=1es

2 4 6

Ejercicio n” 3 de la opcién A de septiembre de 2005
[2'5 puntos] En una excavacion arqueoldgica se han encontrado sortijas, monedas y pendientes. Una sortija,
una moneda y un pendiente pesan conjuntamente 30 gramos. Ademas, 4 sortijas, 3 monedas y 2
pendientes han dado un peso total de 90 gramos. El peso de un objeto deformado e irreconocible es de 18
gramos. Determina si el mencionado objeto es una sortija, una moneda o un pendiente, sabiendo que los
objetos que son del mismo tipo pesan lo mismo.

Solucion

Sea x = Peso de una sortija
Sea y = Peso de una moneda
Sea z = Peso de un pendiente

Leyendo el problema tenemos tres posibles sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas

x=18 y=18 z=18
Xx+y+2z=30 o] X+y+2z=30 o] X+y+2z=30
4x + 3y + 22 =90 4x + 3y + 22 =90 4x + 3y + 22 =90

y solo sera valido aquel que tenga solucién Unica y los tres valores sean positivos, puesto que el peso no
puede ser negativo.

Los resolvemos uno a uno

x =18

X+y+z=30

4x + 3y + 2z =90

Sustituyendo x en la 22 y 32 ecuacién tenemos

X+z=12

3y + 2z = 18. Resolviéndolo sale como solucion (x,y,z)=(18,-6,18), que no es valida puesto que la y es
negativa.



y=18

X+y+z=30

4x + 3y +2z2=90

Sustituyendo y en la 22 y 32 ecuacidn tenemos

X+z=12

4x + 2z = 36. Resolviéndolo sale como solucion (x,y,z)=(6,18,6), que es valida, luego el objeto seria la 'y
gue representa a una moneda.

z=18
X+y+z=30
4x + 3y + 22 =90
Sustituyendo x en la 22 y 32 ecuacién tenemos
X+y=12
4y + 3y = 54. Resolviéndolo sale como solucion (x,y,z)=(18,-6,18), que no es vélida puesto que la y es
negativa.
Ejercicio n” 4 de la opcién A de septiembre de 2005
Consideraunplanomm=x+y+mz=3ylarectar=x=y—-1=(z-2)/2
(a) [0'75 puntos] Halla m para que r y Ttsean paralelos.
(b) [0'75 puntos] Halla m para que r y Ttsean perpendiculares.
(a) [1 punto] ¢ Existe algun valor de m para que la recta r esté contenida en el plano 1?.
Solucion
(a)

M=Ex+y+mz=3ylarectar=x=y-1=(z-2)/2

Un vector normal del plano es n = (1,1,m)
Un vector director de la recta es v = (1,1,2)
Un punto de la recta A(0,1,2)

]

Para que la recta r y el plano 1t sean paralelos el vector normal del plano n = (1,1,m) y el vector director de
la recta v = (1,1,2) han de ser perpendiculares, por lo tanto su producto escalar ha de ser cero.
nev=0=1+1+2m=0,dedondem=-1

(b)

n

1
f
I
| r

|
Para que la recta r y el plano 1 sean perpendiculares el vector normal del plano n = (1,1,m) y el vector
director de la recta v = (1,1,2) han de ser paralelos, por lo tanto sus componentes han de ser
proporcionales.
1/1 =1/1 =m/2, de donde m = 2
(©)

Si la recta esté contenida en el plano por un lado el vector normal del plano n = (1,1,m) y el vector director
de la recta v = (1,1,2) han de ser perpendiculares, por lo tanto su producto escalar ha de ser cero, y ya
hemos visto que m = -1 (es el caso (a) )

El plano seriamm=x+y-z=3

Por otro lado al estar la recta r contenida en el plano, todos los puntos de la recta han de verificar la
ecuacion del plano.

Un punto de la recta era A(0,1,2), pero al sustituirlo en el plano tenemos 0 + 1 — 2 = 3, lo cual es absurdo y
no se puede dar el caso de que la recta esté contenida en el plano.



Si me pidiesen un plano paralelo a Ttque contenga a la recta “r’ tendriamos
T =X +Yy-z=Kk,ydespués le impondriamos la condicién de que pasase por el punto A(0,1,2) de la recta.
0+1-2=Kk,ydichoplano seriam=x+y-z=-1

Opcién B

Ejercicio n” 1 de la opcién B de septiembre de 2005
De una funcién f : [0,5] - R se sabe que f(3) = 6 y que su funcién derivada esta dada por
. 5x -2 si 0<x<1,
') =1, .
X°-6x+8 si 1<x<5.
(a) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 3.
(b) [1'5 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcula sus extremos
relativos o locales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién).
Solucion
(a)
La recta tangente a la gréafica de la funcion f en el punto de abscisa x = 3 es
y—f(3) =1 3)(x - 3)
Nos dan f(3) = 6, y de la funcién derivada tenemos f ‘(3) = 3° -6(3) + 8 = -1, luego la recta pedida en forma
punto pendiente es y—6 =-1(x — 3)
(b)
La funcién derivada f ‘(x) es continua en (0,5) puesto que
Iin;l f'(x) = Iirr} f'(¥) = f'(@) =3, siendo el 1 el Gnico punto dudoso.

Los méaximos y minimos relativos salen de las posibles soluciones de f ‘(x) = 0
Sio<x<1f(x)=5x-2=0, de donde x = 2/5
Sil<x<5f(x)=x*-6x+8=0,dedondex=2yx=4

X =aes unméximo relativosif‘(a)=0yf“(@) <0
X =aes un minimo relativosif‘(@)=0yf“(@) >0
5 s O0<x<1],

En nuestro caso f "(x) = ) luego:

2x-6 9 1<x<5.
Como f “(2'’5) =5 > 0, x = 2/5 es un minimo relativo
Como f “(2) =-2 <0, x = 2 es un maximo relativo
Como f “(4) =2 >0, x = 4 es un minimo relativo

Teniendo en cuenta lo anterior y que la funcion f(x) es continua, puesto que entre otras razones su derivada
también lo es, tenemos que:

f(x) es decreciente en (0,2/5) O (2,4)

f(x) es creciente en (2/5,2) O (4,5)

Para ver los valores que alcanzan los extremos relativos tenemos que calcular f(x).

Vamos a calcular f(x)

Como f ‘(x) es continua podemos aplicarle el teorema fundamental del calculo integral que dice: si g(x) es

una funcion continua en el intervalo cerrado [a,b], entonces la funcién ng(t)dt es derivable y su derivada es
a

la funcién g(x), en nuestro caso tenemos:

Siosx<1, f(x):jf'(x)dx:j(5x—2)dx=5—>2(2—2x+|<

3

Si1sx<5 f(x)=jf'(x)dx=j(x2—6x+8)dx=%—3<2+ &+ L
Comof(3)=6,6=27/3-27+24+L,dedondeL=0
Como f(x) es continua en x = 1, lim f(x) =lim f(X = f(2)

x-1" X1
. 1 . 5
lim f(x)=f(1) ==-3+8; Ilim f(x)==-2+K
x-1" 3 x-1 2

Igualandolo tenemos %—3+ 8:2— 2+ K, de donde K = 29/6, luego la funcién es:



%—3x2+8x s 1<x<5.

Veamos ya los valores de f(x) en los extremos relativos 2/5, 2y 4.
f(2/5) = 133/30 04'433..
f(2) = 20/3 J6'666..
f(4) = 16/3 05'333..
Ejercicio n” 2 de la opcién B de septiembre de 2005
1

——dx.
V1i+x-1

(a) [1'25 puntos] Exprésala aplicando el cambio de variable +1+x-1=t..
(b) [1'25 puntos] Calcula I.

Considera la integral definida | :Ls

Solucion
(a)
Cambio v1+x-1=t.
Si x = 3 tenemos V4-1=t, de donde t = 1.
Si x = 8 tenemos +/9-1=t, de donde t = 2.
De v1+x-1=t., tenemos +1+x =t+1, y elevando al cuadrado (1+x) = (t+1)2, con lo cual
dx = 2(t+1)dt, y la integral seria

8 1 21 2 1
| =| ——dx=| “R@t+1dt=2] (+-)pt
L MN+x-1 .[lt ( ) .[1( t)j

(b)
| = zjf (1+:t—L)dt =2t+Inft |7 = 2[(2 + In(2)) - (1 + In(1))] = 2[1 + In(2)]

Ejercicio n’ 3 de la opcién B de septiembre de 2005

a b c
Sabiendo que |A| =|d e f|=2, calcula, indicando las propiedades que utilices, los siguientes
g h i

determinantes:
(@) [1 punto] | - 3A| y |A7Y|

c b a a b a-c

(b) [0'75 puntos] |[f e d|.(c) [0'75 puntos] |d e d-f|.
2 2h g g h g-i
Solucioén

(a)
Si A, es una matriz de grado n sabemos que |KA| = k"|A|
De AA =1, tenemos | AA™Y| = | A|JA™ | = |I| = 1, de donde | A™Y| = 1/(JA]|
En nuestro caso como A es de orden 3 tenemos | - 3A| = (—3)3|A| =(-27)(2) =-54
| A = LAl = 1/2
(b)

c b a c b a a b c

f e d{=2f e dl=-2d e f|=-2(2)=-4

2 2h 290 o |i h g @ |g h i
(1) Si una fila (columna) de un determinante esta multiplicada por un mismo ndmero, dicho numero sale
fuera del determinante multiplicandolo
(2) Si se cambian entre si dos filas (columnas) de un determinante dicho determinante cambia de signo

(c)

a b a-c| |a b al |a b -c|y ab c
d e d-f|=|d e d|+|d e —-f{=0-|d e f|=-2
g h g-ijeg h g/ |g h -ij®w |g h i



(3) Si una fila (columna) de un determinante es suma de dos sumandos, dicho determinante puede
descomponerse en suma de dos determinantes colocando en dicha fila (columna) el primer y segundo
sumando respectivamente.
(4) Si un determinante tiene dos filas (columnas) iguales dicho determinante vale 0.

Ejercicio n” 4 de la opcién B de septiembre de 2005
Seanlosplanos m=2x+y-z+5=0y Thb=x+2y+z+2=0
(a) [1'5 puntos] Calcula las coordenadas del punto P sabiendo que esta en el plano 1 y que su proyeccién
ortogonal sobre el plano T es el punto (1,0,-3).
(b) [1 punto] Calcula el punto simétrico de P respecto del plano 15, .

Solucion

(a)

TE=E2X+y-z2+5=0y M=x+2y+z+2=0

N

Q1,03

Para calcular el punto P del plano T, pedido, consideramos la recta r perpendicular al plano 1, que pasa por
el punto Q(1,0,-3)
Como r es perpendicular a T, , el vector director de la recta v es el normal del plano n =(1,2,1)

x=1+/]
La reta r en forma paramétricaes r =y =0+ 21
x=-3+A

El punto P pedido es la interseccion de la recta r con el plano 1y (sustituimos la recta en el plano, obtenemos
el valor de A, y de aqui el punto)

2(1 +A) + (2\) — (-3 + A) +5 =0, de donde A =-10/3 y el punto pedido es
P(1 +(-10/3), -20/3, -3 — 10/3) = P(-7/3, -20/3, -19/3)
(b)

Tal y como se ha calculado el punto P

|
|
|
|
|
P

se observa que Q es el punto medio del segmento PP’, siendo P’ el simétrico pedido
(1,0, -3) = ((-7/13 + x)/2, (-20/3 + y)/2, (-19/3 + z)/2 ), de donde

1=(-7/3 +x)/2, y operando obtenemos x = 13/3

0 =(-20/3 + y)/2, y operando obtenemos y = 20/3

-3 =(-19/3 + 2)/2, y operando obtenemos z = 1/3

El simétrico pedido es P’(13/3, 20/3, 1/3).



